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Resume 

On etablit I'invariance birationnelle des groupes pour 
X une variete projective et lisse, geometriquement integre, de dimension n, 
definie sur un corps k de dimension cohomologique au plus d, (Z,car.A;) = 1. 
On obtient aussi un resultat analogue sur un corps fini pour les groupes 
?^"(Q;/Z;(j))) et on relie un de ces invariants avec le conoyau de I'ap- 
plication classe de cycle Ci/"-i(X)0Z/ Hjl'''^{X,Zi{n-l)), ce qui donne 
une version sur un corps fini d'un resultat de Colliot-Thelene et Voisin jj] 3.11 
sur le corps des complexes. 

1 Introduction 

Soit k un corps. Pour n un entier inversible sur k, on note fin le fc-schema en 
groupes (etale) des racines ra-iemes de I'unite. Pour j un entier positif on note 
Un'' = /in ® • • • ® /^n (j fois). On pose /i®-^ = Homk-gr{lMi'^~^\'^/n) si j est negatif 
et /i®*^ = 7j/n. Ces A;-schemas en groupes donnent des faisceaux etales, notes encore 
sur toute variete definie sur k. 

Soit X une fc- variete integre, projective et lisse. On note 'Hxif^n'') 1^ faisceau de 
Zariski sur X associe au prefaisceau U t— )■ Hl^{U, fi^^). La conjecture de Gersten, 
etablie par Bloch et Ogus ([Ij) permet de calculer les groupes de cohomologie de 
ces faisceaux comme les groupes de cohomologie du complexe 

ou X^^^ designe I'ensemble des points de codimension r de X ; k{x) est le corps 
residuel du point x. Les fieches de ce complexe sont induites par des residus et le 
terme 03,gx(^) degre r. 

On a une suite spectrale (cf. [Ij) 

= H^iX, W[iit')) ^ Hi:\X, /zf ). (1) 

Les termes i?^'^ de cette suite spectrale s'identifient a des groupes de cohomologie 
non ramifiee if*r(X, /x®-') qui sont des invariants birationnels des /c-varietes integres 
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projectives et lisses (cf. [2]). Dans ce texte on s'interesse a d'autres invariants bira- 
tionnels dans ([T|. 

Pour k un corps de dimension cohomologique au plus d on etablie I'invariance 



birationnelle des groupes H'iX^W+'^infr^)). Ceci est fait dans la section |3| par un 
argument d'action des correspondances. Cette action est fournie par la theorie de 
cycles de Rost, dont on fait des rappels dans la section [2j D'apres la conjecture de 
Kato ([16], [TT]) les groupes i < n, sont nuls pour X une variete 

projective et lisse, geometriquement integre, de dimension n, definie sur un corps fini 
F, avec r premier a la caracteristique de F. Dans ce cas, on etablit I'invariance bira- 
tionnelle des groupes H'^{X,'H^{Qi/'Iji{j))), cf. 4.2 Dans la section 4.3, on montre 
que le quotient du groupe if"~^(X, 'H"'{Qi/Zi{n — 1))) par son sous-groupe divisible 
maximal est isomorphe au groupe de torsion du conoyau de I'application classe de 



cycle ® Z; 



''{X,Un-l)). 



Remerciements. Je voudrais remercier mon directeur de these, Jean-Louis 
Colliot-Thelene, de m'avoir introduit aux problemes consideres dans ce texte, pour 
de nombreuses discussions et pour son aide constante. 



2 Rappels sur les modules de cycles de Rost 

Tons les enonces de ce paragraphe se trouvent dans les articles de Rost [20j et 
de Deglise p]. 

Soit k un corps, soit X un /c-schema equidimensionnel et soit J^{X) une classe 
de corps sur X (corps qui contiennent un corps residuel d'un point de X). 

1. On pent voir un module de cycles comme un foncteur M : J^{X) — )■ Ab, 
M = ]JM„, qui satisfait certains axiomes (existence des analogues de restric- 
tion, corestriction, residus, multiplication par Ki et compatibilites entre ces 
applications). 

Exemples. 

• Mh{F) = lJn-^"(-^'-^ ® /^?") ^ G-module fini continu, d'expo- 
sant r. 

• M^(F) = U„i^f(i^). 

Le groupe K^{F) est le n-ieme groupe de i^-theorie de Milnor de F. C'est 
le quotient de F* . . . F* par le sous-groupe engendre par des elements 

^ V ^ 

n fois 

Oi®. . .®a„ avec ai + aj = 1 pour 1 < i < j < n. En particulier, K^{F) = Z 
et irf (F) = F*. 

2. Un accouplement M x M' — M" de modules de cycles est la donnee pour 
tout F E J^{X) de M{F) x M'{F) M"{F), qui satisfait des proprietes de 
compatibilite. 

Exemple. Pour tout module de cycles M, la multiplication par Ki donne un 
accouplement Mk x M ^ M. 
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3. Complexes et groupes de Chow. Les groupes C^^X, M) := ]J M{k{x)) 
forment un complexe 

C{X, M) = [...^ C^iX, M) ^ C^+\X, M))^ .. .] 

et on note 

AP{X,M) = HP{C{X,M)). 

Exemples. 

• D'apres la definition, le groupe de Chow CH^{X) est un facteur direct de 
A^iX,MK). 

• Pour X lisse, d'apres les resultats de Bloch et Ogus [Jj, on a ^^(X, M^) = 
Un H^i^, ® /if ")), ou W{D®iif'') designe le faisceau de Zariski sur 
X associe au prefaisceau U i— ?■ H^{U, D ® /if 

4. Fonctorialites. 

(a) Pour f : Y ^ X propre, on a /, : Ap{Y, M) A^-'^^X, M) on d = 
dim Y — dim X est la dimension relative de / (pour simplifier, pour X 
et Y integres). Ce morphisme est induit par un morphisme de complexes 
de bidegre {d,0), correspondant respectivement a la graduation de C et 
de M (cf. j5] 1.3). II est fonctoriel, c'est-a-dire, pour g : Z ^ Y propre, 
onaifog),=f,og, {[20] 4.1). 

Exemples. 

• Pour Y de codimension 1 dans X et f : Y X une immersion fermee 
on a 

Hf{Y,n''iD (g) /if")) ^ HP+\X,W+\D ® /if ("+^))). 

• Pour Y propre et / : X x F — )• X une projection, on a 

i/P(X X r, ® fiT)) ^ H^-''iX, K'-^D ® /if ("-'^))) 
oVl d = dim Y . 

(b) Pour / : y — )■ X un morphisme plat, on dispose d'un morphisme 
/* : y4^(X, M) — i- M), induit par un morphisme de complexes de 
bidegre (0, 0). Dans le cas ou X et y sont lisses, par la construction plus 
difficile ([20] 12, |S] 3.18) on dispose d'un morphisme /* : Ap(X,M) 
A^iY., M) pour / : y — )■ X quelconque. Pour g : Z ^Y avec Z lisse, on 
a(/o^/)* = (/*o/* ([20] 12.1). 

5. Localisation. Pour y A X un ferme purement de codimension d et U = 

X\Y ^X son complementaire, on a une longue suite exacte de localisationj^ 
([20] 5, p.356) 

... 4 AP-'^iY, M) 4 AP(X, M) 4 AP{U, M) A A^-^^+^Y, M) ^ . . . 



1. sans hypotheses de Ussite 
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Invariance homotopique. Pour vr : — )■ X la projection naturelle, I'ap- 
plication vr* : A^{X,M) Ap(A^,M) est un isomorphismeQ ([20j 8.6). 

Cup-produits. Pour un accouplement N x M ^ M de modules de cycles, 
on a des produits 

X : CP{Y, N) X CiZ, M) C+^iY x Z,M). 

Pour X lisse cela donne 

U : A*{X, N) X A*{X, M) A*{X xX,M)^ A*{X, M) 

ou Ax est la diagonale. On a ici une formule de projection ([3] 5.9(3)) pour 
X, Y lisses et / : y — !■ X propre 

f^{xU f*y) = f^xUy. 

Exemple. En utilisant que CHp{X) est un facteur direct de Ap{X, Mk), pour 
X propre et lisse, I'accouplement Mk x M ^ M donne 

CHP{X) X A%X,M) AP+\X,M). 

Pour M = Mh cela donne 

CH^P^X) X H'^iX, W{D ® fiT)) HP+%X, W+^{D ® /if ("+p))). 

8. Action de correspondances. (cf. §6) Etant donne une correspondance 
a G CH^{X X Y) avec X et Y propres et lisses, on definit une application 
a, : A«(X, M) ^ AP+q-dimX^Y, M) par la formule usuelle 

a*(x) = pY,*{a\Jp'xx), 

ou px (resp. py) est une projection de X x F sur le premier (resp. sur le 
deuxieme) facteur. Au moins pour les correspondances finies, i.e. pour les 
correspondaces a G CH^{X x Y) qui sont finies et surjectives sur une com- 
posante connexe de X, cette action est compatible avec la composition de 
correspondances, d'apres |5] 6.5. Ce cas de correspondances finies nous suffira 
pour la suite. Dans le cas general, on pent voir qu'il suffit de verifier les trois 
proprietes de [4J 9.3 ; on les trouve dans [5J 5.9, puis dans [20] 12.5. 



6. 
7. 



3 Application aux invariants birationnels 

Soit k un corps et soit X une /c-variete projective et lisse, geometriquement 
integre. Soit / un nombre premier, {I, car .k) = 1. On pent voir les groupes 
W{X,T-i™'{^fr)) comme les groupes de Chow, associes a des modules de cycles 
de Rost. On dispose ainsi d'une action de correspondances sur ces groupes. 

2. sans hypotheses de Ussite 
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Lemme 3.1. Soit k un corps et soit X une k-variete projective et lisse, geome- 
triquement integre, de dimension n. Soit Z G X x X un cycle premier de di- 
mension n, dont I'image par la premiere projection est contenue dans une sous- 
variete fermee propre D G X. Soient i,m > et j des entiers. Soit I un nombre 
premier, (/,car.fc) = 1. Supposons que le groupe H^{V,'H"^{fj!fr-')) est nul pour 
toute k-variete projective et lisse V, de dimension n — 1. Alors pour toute classe 
a e H\X,W{^if)) on a [Z],{a) = 0. 

Demonstration. On peut supposer que D est un diviseur sur X. 

D'apres le theoreme de de Jong, ameliore par Gabber (cf.|8]), il existe un mor- 
phisme propre, generiquement fini / : X' — )■ X dont le degre d est premier a / , tel que 
X' est lisse et /~^(Z))red est a croisements normaux, en particulier, ses composantes 
irreductibles sont lisses. 

On a le diagramme commutatif suivant, ou Ton note X2 = X x X, Xg = X' x X', 



U"' = W^{^ip) et U 



m+n 



/* 



CH'"{X2) X H'{X,n"^) CH"'{X2) X i7'(^2,H™) 



H'{X',W) 

w{x,n"') 



Le carre au milieu de ce diagramme commute d'apres la formule de projection. 
Soit a G H^X^W^). Puisque fJ*[Z] = d[Z] dans ^//"(Xa), on a 



d[ZUa) = pr2,xAd[Z] U^^^a) = pr^^xAUnZ] U />t,x")) = 

= Upr2,x'Anz] uK,x'r«)) = Mirzura)). 

Puisque d est premier a I, il sufRt done de montrer que [f* Z]^{f*a) = 0. On peut 
le faire pour chaque composante irreductible separement. On peut done supposer 
que Z' := f*Z est inclus dans D' x X' avec D' lisse. On ecrit t pour les inclusions 
X' et X X' ^ X X X'. 
On a le diagramme 



idxpr'^ ^ . pr2 *oU 

CH"-^{D' X X') X W{D\W) ^iOH"-^{D' x X') x W{D' x X' .VT) H^X'.W) 

A A 

I. i* I. I* 

idxprt pro *oU 

CH''{X' X X') X W{X',W) ^CH''{X' X X') x W{X' x X',n"') "H"). 

On a done que Faction de [Z'] se factorise par H^{D' ,71"^), groupe qui est nul 
d'apres I'hypothese. Cela termine la preuve du lemme. □ 

Remarque 3.2. (i) Ce lemme s'applique aussi a des groupes 
H\X,W^^{Qi/Uj))). 
(ii) Plus generalement, le lemme s'applique a des groupes y4*(X, M^) pour 
un module de cycles M = ]jMm, sous les hypotheses que 74*(X, M^) est 
de torsion /-primaire avec (/,car.A;) = 1 et que A^{V,Mm) = pour toute 
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fc-variete V projective et lisse de dimension n — 1. 

Theoreme 3.3. Pour k un corps de dimension cohomologique cdk < d, les groupes 
oil j E T, et (/,car.fc) = 1, sont des invariants hirationnels des 
k-varietes projectives et lisses, geometriquement integres, de dimension n. De plus, 

(i) pourX/k Usse, H\X,V:''+'^{^ifr')) - H'+^ {¥^,W+^+'^{fif-'^^'^)) ; 

(ii) on a Wi¥^,H^+\iif/)) = pour i < N et (P^ ,n^+'^{fip)) ~ 

H%k,^,p^-'^^); 

(Hi) si X etY sont des k-varietes projectives et lisses, geometriquement integres, 
de dimensions respectives ux et ny, stablement birationnelles, i.e. telles que 
X X P^^ et Y X P^^ sont birationnelles, alors 

H\X,H''''^\lifJ)) - i > 0. 

Demonstration. On raisonne comme dans [4j 3.4. Soient X, Y deux fc-varietes geo- 
metriquement integres, projectives et lisses, et soit cf) : X --->• Y une application 
birationnelle. On note n = dimX = dimF. L'adherence du graphe de definit 
une correspondance [F^] G CH^{X x Y). On note F^-i C 1^ x X le graphe de 
D'apres [4j 3.5, le compose [F(^-i] o [F^] G CH"'{X x X) se decompose comme 
[F(^-i] o [F^] = Ax + ou Ax est la diagonale de X et est un cycle sur X x X 
supporte sur D x X, D etant une sous-variete fermee propre de X. 

Les correspondances [F,^] et [F^-i] permettent de definir des applications entre 
les groupes H\X,W+'^{^ifJ)) et H\Y,U''+'^{^ifJ)) (cf. section |2l). D'apres Bloch- 
Ogus et I'hypothese cdk < d, {V, 'H^^'^'^ {fifj )) = pour toute /c-variete projective 
et lisse V, de dimension n — 1. Le lemme ci-dessus, applique a chaque composante 
irreductible de W (resp. a chaque composante de [F^] o [F^-i] — Ay), montre alors 
que les applications composees induites sont des identites, d'ou le premier enonce 
du theoreme. 

D'apres ce qui precede, pour etablir (i), il suffit de montrer que 
H\X,W+'^{^ifJ)) ~ W+^{X X F\n''+'^+\fip^^^^)). On ecrit la suite de locali- 
sation pour F = X X {oo} C X X P^ : 

W {XxA\ ifip'''^^ ))^H' (X, W-^\^ifJ ))^H'+\XxF\ 7/"+^+^ if^P'^^^ ) ) ^ 

On a 

H'iX X A\n''+''+\fxp'^'^)) i7^(X,-H'^+'^+i(/i^(^'+'))) =0, s>0 

d'apres Bloch-Ogus {dimX = n et cdk < d). On applique cela as = 'ieti + let 
on obtient I'enonce (i). 

Les enonces (ii) et (Hi) resultent de (i), ce qui termine la preuve du theo- 
reme. □ 
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4 Invariants sur un corps fini 



4.1 Rappels sur la conjecture de Kato 

Soit X un schema de type fini sur F. Soit n un entier, {n, car.F) = 1. Dans |16| . 
Kato a introduit le complexe Z/nZ) suivant : 

...^0 H\K{x),fin))^ H\K{x),Z/nZ)) 

oil le terme ©^.g^j ) degre i. On note i^if j (X, Z/nZ) le i-eme groupe d'ho- 

mologie de ce complexe. 

Pour / un nombre premier different de la caracteristique de F, on pose 
KC{X,Qi/Zi) = \u^KC{X,Z/rZ) et on note KHi{X,Qi/Zi) son i-eme groupe 
d'homologie. 

Pour X projective et lisse, geometriquement integre, Kato \16l a conjecture 
I'exactitude de ces complexes, sauf au terme 0. Cette conjecture a ete recemment 
demontree par Kerz et Saito : 

Theoreme 4.1. (Kerz et Saito [17j, Thm.0.4) Soit X une variete projective et 
lisse sur F et soit I un nombre premier, (Z, car.F) = 1. Alors KHi{X,Z/l"^Z) = 
pour tout i>0 etm>0 et KHq{X, Z//™Z) ~ Z/TZ. 

D'apres la definition, pour X une F-variete projective et lisse, de dimension n, 
H\X,W+^{lif^)) = KHn-i{X,Z/l"'). Ces invariants birationnels sont done tons 
nuls, sauf le dernier. 

Pour j ^ n et pour les coefficients Q;/Z;, un lemme de Sato et Saito permet 
de voir aussi la nullite des groupes W{X,'H"'^^{{Qi/Zi{j))), ce qui n'utilise pas la 
conjecture de Kato. En effet, on a dans ce cas que tons les termes dans la resolution 
de Bloch-Ogus du faisceau 'H'^'^^ {Qi /Zi{j)) sont nuls. 

Proposition 4.2. ( Kahn [lOj ; Saito et Sato [22], Lemma 2.7) Soit L un corps de 
degre de transcendance r sur¥. Soit I un nombre premier, (Z, car.F) = 1. Alors 

h^'+\l,Qi/Uj)) = o 

pour tout j ^ r. En particulier, pour X une variete projective et lisse sur 
F de dimension n et pour tout j ^ n le faisceau 'H'"'^^{Qi/Zi{j)) est identi- 
quement nul, ainsi que tous les termes de sa resolution de Bloch-Ogus. Ainsi, 
W{X,W+^{Qi/Zi{]))) = pour tout i et pour j ^ n. 

Quant aux coefficients finis, en utilisant la methode de Bruno Kahn [TU], on 
etablit aussi la nullite des groupes 'H""'"^(/i^)) pour j E Z et i < n comme 

une consequence de la conjecture de Kato. Cette methode utilise egalement la 
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conjecture de Bloch-Kato. Donnons ici les arguments. 



Proposition 4.3. Soit X une variete projective et lisse sur ¥ , de dimension n, et 
soit I un nornbre premier, (/,car.F) = 1. Alors = pour i < n et 

m > 0. 

Demonstration. Soit L/¥ une extension galoisienne, de groupe G, qui trivialise le 
faisceau jjif^^'"^^ et qui est minimale pour cette propriete. Soit -n : Y = X L ^ X 
le revetement de X correspondant. Soit = T-C^^{^f^) et soit 

la resolution de Gersten de J-'. 

Lemme 4.4. (i) on a H*{G,n^F') = 0; 



(n) (vr,^)G^?^^+i(/.: 



Demonstration, (cf. |10) prop. 2) D'apres la definition, est la somme directe sur 
les points de codimension i de Y des faisceaux ty^^,H'"'^'^^'^{K,{y), fifj^'' *^)). Pour eta- 
blir (z), il suffit done de voir que if"+^-^(/t(a;) ®x Y, j^fJ:^''^)) = pour 

z > et pour tout point x G X^^\ Si y est un point de Y au-dessus de x et 
Dy C G son groupe de decomposition, on a H*{G,H''+^-'{k{x) ®x Y, fifJ:'-'^)) = 
H* {Dy, H"'~^^~'^{K,{y) , fifm'^ *•*)) d'apres le lemme de Shapiro. On pent done supposer 
que G est le groupe de decomposition de y. 

Sous la condition cd^ k{x) < n + 1 — i, on a un isomorphisme 

-n {K{y),^,im )g n {K{X),^im j, 

induit par la corestrection. On pent le voir par exemple en utilisant une suite spec- 
trale de Tate (|23|. appendice au ch. 1, Th. 1) 

Puisque G est cyclique (F est un corps fini), pour conclure, il suffit d'etablir que la 
restriction induit un isomorphisme /i^i"'"*'') — )■ 

Sous la conjecture de Bloch-Kato, c'est I'enonce (1) du Th. 1 de Bruno Kahn 

m- □ 

Pour montrer la proposition, on utilise la cohomologie mixte de Grothendieck. 
On a deux suites spectrales ([7j|, 5.2.1) : 



= R'iXzar, H\G, Vr,^)) HP+\Xzar, G; TT,^) 

ou les W{Xzari G\Q) designent les foncteurs derives du foncteur 

g^T{x,gf 
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de la categorie des faisceaux de Zariski sur X, munis d'une action de G, compatible 
avec Faction triviale de G sur X, dans la categorie des groupes abeliens. 

D'apres le lemme de Shapiro, les termes de la premiere suite E'f'' se recrivent 
comme i^f' = H^^G, H'^(Yzar, J^))- Ainsi, pour p < n, le theoreme 4.1 et la suite 
donnent 

HP{Xzar, G; TT, J-) = 0. (2) 
D'apres [TU], prop. 3, la suite 

^ H\G, 7r,F°) ^ H\G, tt.F^) ^ ...^ H\G, tt.F") ^ 

est une resolution fiasque de H'^{G, vr^J^). Ainsi, H^^Xzar, H'^{G, ti^J^)) = 0, g > 0, 

d'apres le lemme precedent. La suite E'g^'^ ^t le {ii) du lemme donnent alors des 
isomorphismes pour tout p > : 

D'apres |4.4[ ii) et ([2]), cela donne, pour < p < n 

- HP{Xzar, G- TT.F) ^ H'P{X, H^+^(/xfJ)). 

Cela termine la preuve de la proposition. □ 



4.2 Les invariants 

Sur un corps fini, on a des analogues du theoreme |3.3[ 

Theoreme 4.5. Soit F un corps fini. Les groupes H^{X,'H"'{Qi/Zi{n — 1))) ou 
i < n — 1 et {I, car.F) = 1, sont des invariants birationnels des ¥-varietes projectives 
et lisses, geometriquement integres, de dimension n. De plus, 

(i) pour X/F projective et lisse, de dimension n et pour i < n — 1 on a 
H\X,n^{Qi/Zi{n - 1))) ^ i7^+^(Pf ,?{"+^(Qi/Z,(n - 1))) ; 

(it) on a H'(F^, H^{Qi/Zi{n - 1))) = pour i < N - I ; 

(Hi) six etY sont des k-varietes projectives et lisses, geometriquement integres, 
de dimensions respectives ux < ny, stablement birationnelles, i.e. telles que 
X X P^^ etY y. P^^ sont birationnelles, alors 

H\X,W^{QilZi{n - 1))) ^ i7*+"^-"^(F,H"^(Q,/ZKr2 - 1))), Kux-l. 



Demonstration. On procede comme dans la preuve de 3.3[ Avec les memes notations 



pour etablir la premiere partie, il suffit de montrer que la correspondance \W] agit 



trivialement sur H^{X, 'H"'(Q//Z;(n— 1))). Cela resulte du lemme 3.1 , car les groupes 



H'^{V,'H"^{Qi/1ji{n — l))), i < n—1, sont nuls pour toute fc-variete projective et lisse 



V, de dimension n — 1, d'apres le theoreme de Kerz et Saito 4.1 On obtient I'enonce 
(i) en utilisant la suite de localisation et le fait que W{X x AVH"^^(Qi/Z/(n — 

1))) ^~ H'{X,W+\Qi/Zi{n - 1))) = 0, z < n-1, d'apres 
resultent. 



4.2 



(ii) et (Hi) en 
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□ 



Notons que pour i = n — 1 le groupe if" ^{X,'H"'{Qi/1ji{n — 1))) n'est pas un 
invariant birationnel. En effet, ce groupe est dual de Hj^{X,Zi{l)) (cf.yjj 1.14). 

Pour des varietes projectives et lisses, de dimension n sur un corps fini F on 
a ainsi le schema suivant de la page E2 de suite spectrale de Bloch et Ogus [1] 
= HP{X,n^{Qi/Zi{n - 1))) ^ H^,;\X,Qi/Zi{n - 1)), ou les lignes p = et 
q = n (sauf pour les points p = n — letp = n) consistent d'invariants birationnels 
(cf. [2j 4.4.1 pour la ligne p = 0). 




Remarque 4.6. L'enonce du theoreme ci-dessus vaut aussi dans les deux cas sui- 
vant s : 

(i) Pour les groupes ii*(X, 'H"(Qi/Zi(j))) on i > 0, j n - 1 et (/,car.F) = 1. 
Dans ce cas, comme dans la preuve du theoreme ci-dessus, pour appliquer le 
lemme 3.1, on utilise 4.2 pour voir que les groupes ii*(V, 'H"(Q;/Z;(n — 1))) 
sont nuls pour V projective et lisse de dimension n — 1. Cela n'utilise done 



pas la conjecture de Kato. 
(ii) Pour les groupes W^X^I-C 

cas on utilise |4.3| pour appliquer le lemme |3.1 



"^(yU^)) OU z < n — 1 et (Z,car.F) = 1. Dans ce 



4.3 Lien avec les 1-cycles 

Pour k un corps, X un A;-schema lisse et A un groupe abelien, on dispose d'un 
complexe de faisceaux Ax{n)et (resp. Ax{n) pour le complexe de faisceaux Zariski), 
defini a partir du complexe de cycles de Bloch z'^{X, ■) (cf. par exemple |15j 2.2). 
On note W^^{X, Axiji)) (resp. W{X, Axin)) ) I'hypercohomologie de ce complexe. 
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Pour n = on a Zx(0) = Z. Pour n = 1 le complexe Zx(l) est quasi-isomorphe a 
Gm[-l] (cf. par exemple [15j (2.4)). 

Pour X quasi-projectif et lisse, on a CH'^{X, 2n — i) ~ ]HI*(X, Zx{n)). 

Pour X lisse, on a une suite spectrale de coniveau ( [H] 2.7), 

^r= e^r('^(^),z(^-p))^iir(^,zxH) 

ou 

1. pour g > n + 2, E^'" = HP{X,W-^{Q/Z{n))), cf. [12] 5.1. 

2. = pour q = n + 1 (sous la conjecture de Bloch-Kato, qui est maintenant 
etablie par Voevodsky [23]), cf. |T3] 2.7. 

Theoreme 4.7. 5*02^ X une ¥-variete projective et lisse, de dimension n. On a une 
suite exacte d la cai .¥ -torsion pres 

/f"-4(X,H"(Q/Z(7i-l))) ^ CH'^-^X) ^ m^'^-\X,Zxin-l)) ^ H"(Q/Z(n-1))) ^ 

Demonstration. On dispose d'une suite spectrale de coniveau pour Zxin — 1)) : 
Er = Z{n-1- p)) (X, ^x{n - 1)). 

On a : 

1. i^f'*^ = -Ef''^ = pour p > n + 1 car est vide pour un tel p. 

3. = HP{X,W{Q/Z{n - 1))) ; 



2. la ligne i^g'" est constituee de zeros, sous la conjecture de Bloch-Kato ; 



4.2 



4. a la p-torsion pres, = //^(X, H"+^(Q/Z(n - 1))) = d'apres 

5. pour q > n + 3, Ef'^ = iy^'(X, H'?-i(Q/Z(n))) = d'apres Bloch-Ogus 
{dimX = n et cc/F < 1) ; 

6. pour g = 72 — 1 et pour q = n — 2, i?2 ''^ = E^''^ = 0. En effet, pour E un corps 
et pour m < 0, on a H''{E, Z(m)) = H'-^iE, Q/Z{m - 1)) = pour r < 0, cf. 
[12] 2.4. 



7. = Ci/"-i(X). En effet, E^^'"-^ = e^^^(„_,) eo,(/€(x), Z) = 

e,,^(„_,) z et i^r^'"-^ = e,,;,(„-.) ^^.(^(x), z(i)) = e,,;„„-.) K{xy. 

Ainsi, a la p-torsion pres, dans la filtration sur EI^"~^(X, 7jx{n — 1)), on n'a que 
deux termes 

^„_3,„+l _ ^n-3,n+l _ /J^-S (X, (Q/Z(n - 1))) 

et 

^„_l,„_l ^ ^„_l,n-l^^n-4,n+l _ C H''-\X) / H'"\X {Q/Z{n - 1))). 
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On obtient ainsi la suite du theoreme. 



□ 



La methode de Colliot-Thelene et Kahn [3j 2.1 permet de relier le groupe 
H"'~^{X,'H"'{Qi/1^i{n — 1))) avec le conoyau de I'application classe de cycle 
CH"-^^{X) (g) Z; — )■ — 1)). Rappelons que pour un corps k on dit 

que k est a cohomologie galoisienne finie, si pour tout module galoisien fini M et 
tout entier i>0, les groupes de cohomologie H'^{k,M) sont finis. L'enonce suivant 
pour i = 2 est dans [3J 2.1. La preuve du cas general utilise les memes arguments, 
on les detaille ci-dessous. 

Theoreme 4.8. (cf. [3J 2.1) Soient k un corps a cohomologie galoisienne finie, X 
une k-variete lisse et I un nombre premier, (Z,car./c) = 1. Soit i >0. Posons 

M = Coker[CH\X) ^ Hjl{X, Z/(i))] 

le conoyau de I'application classe de cycle l-adique etale et 

C = Coker[CH\X) e|^(X,Zx(0)] 

le conoyau de I'application classe de cycle motivique etale. 

Alors le groupe (fini) de torsion Mtors ^st isomorphe au quotient du groupe C{/} 
de torsion l-primaire de C par son sous-groupe divisible maximal. 



Remarque 4.9. Le groupe C est de torsion. En effet, il resulte de [15] (2.2) et 
2.6(c) qu'on a un isomorphisme CH\X) ® Q ^ Hf^A^, Qx(0) ^ ^ItiX, Qx(^))- 



En combinant le theoreme ci-dessus avec le theoreme 4.7, on obtient 

Corollaire 4.10. Soit X une ¥-variete projective et lisse, de dimension n et soit I 
un nombre premier, (Z,car.F) = 1. Alors le groupe (fini) de torsion du conoyau de 
I'application classe de cycle CH^~^{X) Z/ — )■ H'^^~'^{X,Zi{n — 1)) est isomorphe 
au quotient du groupe iJ"~'^(X, 7{"'(Q//Z;(n — 1))) par son sous-groupe divisible 
maximal. 



Remarque 4.11. (i) Si > 2 et si BrX est fini (ce qui est le cas sous la 
conjecture de Tate pour les cycles de codimension 1), le conoyau de I'applica- 
tion CiJ"-i(X) 0Zi^ H'^^-^{XMn - 1)) est fini (|3] 7.3). 
(ii) Pour X une variete appartenant a la classe i?Tate(IF) (conjecturalement, c'est 
le cas pour toute F- variete projective et lisse), le groupe EI^^~^(X, 'Lxin — 1)) 
est de type fini ([13j 3.10). Ainsi, le groupe H'^-^ {X {Qi / 'Li{n - 1))) est 
conjecturalement fini. 

Remarque 4.12. Soit X une F- variete projective et lisse, de dimension tt,, mu- 
nie d'un morphisme (f) : X C on C est une courbe projective et lisse, geome- 
triquement connexe. Soit I un nombre premier, (/,car.F) = 1. D'apres un theo- 
reme de Saito [21j, si I'application classe de cycle /-adique CH^^^{X) ® Z/ — )• 
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H'^^~'^{X,1ii{n — 1)) est surjective, alors I'existence d'un zero-cycle de degre pre- 
mier a / sur la fibre generique de I'application se detecte seulement en utilisant 
I'obstruction de Brauer-Manin. Plus precisement, s'il existe sur une famille de 
zero-cycles locaux de degre 1, orthogonale au groupe de Brauer de X^ via I'accou- 
plement de Brauer-Manin (cf. \18\), alors il existe sur X^ un zero-cycle de degre 
premier a /. 



Demonstration du theoreme 4-8. Pour montrer ce theoreme, on va d'abord etablir 
qu'on a une application naturelle (p : M.'jKX, Zx(«)) (g) — i7^*(X, telle que 

(i) conoyau de est sans torsion ; 

(ii) I'application induite 

(P/r : [e|(x,Zx(z)) ® Zz]/r ^ H^\x,Ziii))/r 

est injective. 
On dispose d'un triangle exact (cf. |15) 2.6) 

En prenant I'hypercohomologie, on en deduit une suite exacte 

^ m%ix,Zx{2))/r ^ H^i{x,f4^) ^ m^^\x,Zxmn o. (3) 

Puisque le groupe de milieu est fini, on obtient une suite exacte en passant a la 
limite projective : 

^ \^mi{x,zx{i))/n -> Hji{xM{)) ^ \^[ni+\x,zxmn o. (4) 

Les applications ]HI^^(X, Zx(«)) ]HI?^(X, Zx («))//'' induisent une application 
e|(X,Zx(i))®Z, ^ Jim[e|(X,Zx(i))/r] qui est surjective d'apres [3] 2.2 (ii). On 
definit alors comme une application composee 

: Wl{X,Zx{t))<^Zi ^ Jim[e|(X,Zx(z))/r] ^ Hll{XMi))- 

Son conoyau est sans torsion car le terme de droite de la suite (|4]) Test, puisque 
c'est un module de Tate. 

L'injectivite de resulte du diagramme commutatif suivant 

[Hg(X,Zx(i))®Z,]/Z" > H2j(X,Z(z))/r. 

ou les applications du bas et de droite sont injectives (cf. la suite ([3]) pour celle de 
droite) et I'application du haut est un isomorphisme d'apres [3j 2.2 (i). 



Puisque C est de torsion (cf. 4.9), on a un diagramme commutatif suivant 
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CH'{X)(»Zi > mjl{X,Zx{i))(»Zi > C{1} > 



CH'{X)(g,Zi > H^'{X,Zi{i)) > M > 0. 

ou I'application i/jq est induite par le diagramme. Notons que la commutativite du 
carre de gauche de ce diagramme, i.e. la compatibilite des applications classe de 
cycle resulte de [T^ 3.1. 

Comme C{1} est un groupe de torsion, I'application ipQ induit une application 
: C{/} — >■ Mfors- Puisque le conoyau de est sans torsion, on deduit par chasse 
au diagramme que ip est surjective. Puisqu'on a de plus que 0//" est injective, on 
en deduit qu'on a un isomorphisme ip/l"^ : C{1}/1"' — )■ Mtors/l^- 

Puisque le groupe Mtors est fini, on a M ~ M/l'^ pour N assez grand, i.e. pour 
N > Nq. Pour un tel A^, on a done un isomorphisme l'^^^C{l} ~ l'^C{l}. Ainsi, le 
groupe l^°C{l} est le sous-groupe divisible maximal de C{1} et le quotient de C{1} 
par ce sous-groupe et isomorphe a Mtors- D 
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